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Les algebres considerees dans cet article sont simples et de dimension 
tinie sur leur centre. La dimension dun telle algbbre sur son centre est le 
carrt dun nombre entier appele degrh de l’algebre. On appelle exposant 
dune algebre simple de centre F l’ordre de l’elbment du groupe de Brauer 
Br(F) que cette algebre represente et on dit que deux algebres simples de 
mCme centre F sont semblables si elles reprisentent le m&me element de 
Br( F). 
Le but de cet article est de donner des exemples d’algbbres a division 
d’exposant p (premier impair) qui ne se dtcomposent pas en produit ten- 
soriel d’algebres de degre p. En particulier, les algtbres a division de degre 
p2 construites ci-dessous (voir (1.2)) sont indkcomposables, c’est-a-dire 
qu’elles n’admettent aucune decomposition en produit tensoriel de sous- 
algebres propres. On sait cependant que toute algebre a division d’exposant 
p est semblable a un produit d’algebres de degre p: cela a ete prouve par 
Albert [2, pp. lOS-1091 en caracteristique p, par Merkurjev et Suslin [9] 
dans le cas ou le centre contient une racine primitive p-&me de l’unite (avec 
la precision supplementaire que l’on peut choisir des facteurs cycliques de 
degre p) et par Merkurjev [S] dans le cas ou le corps de base est de carac- 
teristique differente de p et ne contient pas necessairement de racine 
primitive p-&me de l’unitt. On ne connait cependant pas le nombre 
minimum de facteurs qui suffisent a decomposer (a une similitude pres) 
toute algebre d’exposant p de degre donne. Les algebres de degrb p” (avec 
n > 2) construites ci-dessous sont semblables a un produit de n + 1 algebres 
cycliques de degre p, mais non a un produit de n algebres de degre p, de 
sorte que pour les algtbres de degrt p”, le nombre minimum de facteurs est 
superieur ou Cgal a n + 1. 
D’aprb [2, p. 771, le degre de toute algebre indecomposable est une 
puissance dun nombre premier p. Par ailleurs, il est clair que toute algebre 
de degre p” dont l’exposant est Cgal au degre est indecomposable. Les 
premiers exemples d’algebres indecomposables d’exposant strictement 
inferieur au degre sont des algtbres a division gentriques construites par 
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Saltman [12], qui montre que ces algbbres sont indecomposables si leur 
exposant est relativement Clevt par rapport au degrt. Par la suite, Rowen, 
se basant sur un travail de Brauer [5] datant de 1933, a donne d’autres 
exemples d’algebres indtcomposables. 
Ces exemples sont trb faciles a decrire: soit {, E @ une racine primitive 
r-bme de l’unite et soit K,,, un corps de fractions rationelles en s 
indetermintes sur O([,): 
K,, = Q(L)(X, ,..., Xs). 
On designe par R,,, l’anneau engendrt par K,,, et un Clement z satisfaisant 
les relations: 
zs= C,, 
zu = c(u) z pour u E K,., 
oh e est l’automorphisme de K,,, qui laisse invariants les elements de O([,) 
et qui permute les indttermintes de maniere cyclique; ainsi R,, est une 
algebre cyclique: 
avec les notations de [2, p. 741. Brauer [2] a montre que si r divise s et si 
tout facteur premier de s divise r, alors R,, est une algbbre a division 
d’exposant r et de degre s. Par un argument tres simple, Rowen [ 11, p.2301 
a prouve’ que Rpm,+ est indecomposable si p est un nombre premier 
arbitraire et n 3 m B 2. 
Quelques exemples d’algebres indecomposables d’exposant premier sont 
tgalement connus, mais les resultats obtenus jusqu’a present sont plus 
fragmentaires et les techniques utilisees dans les demonstrations sont plus 
compliqutes que pour les exposants suptrieurs. De plus, le cas de 
l’exposant p=2 est exceptionnel: Albert [l] (voir aussi [14, p. 17]), a 
demontre que les algebres d’exposant 2 et de degrt 4 sont decomposables. 
On connait actuellement un exemple d’algbbre indecomposable 
d’exposant 2 et de degre 8, dQ a Amitsur ef al. [3] et etendu g des corps de 
base plus generaux par Elman et al. [6, Sect. 51, ainsi que des exemples 
d’algebres indecomposables d’exposant p et de degre p2 pour p premier 
impair, dus a Rowen [ 11, p. 2293. Les exemples ci-dessous se distinguent 
de ceux de Rowen par leur plus grande generalite: le centre est un corps de 
fractions rationnelles en cinq indtterminees sur un corps k soumis 
’ Rowen annonce aussi que R,. ne se d&compose pas en produit tensoriel d’algibres de 
degrt p pour n 2 3 (et aussi pour n = 2 si p est impair) mais sa dkmonstration [ll, p. 2331 est 
incompEte, car I’argument “de rkduction de degrk” est incorrect; voir la correction [ 111. 
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seulement aux conditions suivantes: k contient une racine primitive p*-bme 
de l’unite et sa caracttristique est nulle. Par ailleurs, l’approche adopt&e 
dans ce travail est entierement differente de Ales de [3, 11, 123; elle repose 
sur une etude generale des decompositions de certaines extensions trans- 
cendantes d’algtbres simples en produit d’algebres de degre p: voir la 
Section 2. 
De ces exemples d’algebres indtcomposables, il est assez facile de 
dtduire, pour tout nombre premier p et tout entier n 2 4 (et mCme n = 3 
pour p impair) des exemples d’algebres d’exposant p et de degre p” qui ne 
se decomposent pas en produit d’algebres de degre p: voir le theoreme 3 
(no. (1.2)) et le corollaire 2.13. Cependant, il n’y a actuellement aucun 
exemple d’algbbre d’exposant p et de degre p” (avec n > 4) ou mCme n = 3 si 
p est impair) dont on ait prouve qu’elle est indecomposable. 
1. ENONCB DES R~SULTATS 
1.1. Notations et terminologie 
La relation de similitude est notee -. On appelle indice (de Schur) dune 
algebre simple A, et I’on note ind A, le degrt de I’algebre a division (unique 
a isomorphisme p&f qui iui est semblable. On dit qu’une aigebre A de 
centre F est neutralisPe par une extension A4 de F si par extension des 
scalaires a M elle devient isomorphe a une algebre de matrices, c’est-a-dire 
si 
Soit p un nombre premier arbitraire. Si F est un corps contenant une racine 
primitive p-&me de l’uniti o (fix&e dans la suite) et si a, b E F”, on note 
(a, b)F l’algebre simple de degre p de centre F engendree par deux elements 
a, fi satisfaisant les relations: 
cip=a 3 pp=b, et pa = wag. 
On appelle symbole toute algebre de ce type. Pour les proprietts des 
symboles, voir [lo, Sect. 151, oti l’algebre (a, b)F est notee A,(a, 6). 
1.2. Soit k un corps de caracteristique nulle contenant une racine 
primitive p*-bme de l’unite et soit x1, x2, x3, x4, y, tl, u1 ,..., t,, u, une suite 
d’indeterminees indbpendantes sur k. (L’entier r est arbitraire). On note 
F=&, x2, Y), 
E = Fh, x,), 
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et 
Soit encore 
Er=E(t,, ul,..., t,, u,). 
M = F(y”“, [(x” - y)(x$ - y )] “P). I 
On se propose de demontrer les thtoremes suivants: 
TH~OR~ME 1. L’algPbre 
A = (x1, xf - y)&3 (x2, x$ - y)fT 
est neutraliste par M, mais si p est impair il n’existe pas d’P&ments f,, f2 
dans F” pour lesquels 
A N (Y, f, IF0 ((,xf - Y)($-Y), fz)F. 
TH~OR~ME 2. L’algtibre 
est d’indice p*; elle est semblable ci un produit tensoriel de trois symboles 
mais non ci un produit tensoriel de deux algPbres de degrt! p si p est impair. 
En condquence, pour p impair, I’algtbre ci division semblable ri C est une 
algPbre indtkomposable d’exposant p et de degrP p*. 
TH~OR~ME 3. L’alggbre 
est d’indice pr + ‘; elle est semblable ci un produit tensoriel de r -I- 3 symboles 
mais non 6 un produit tensoriel de r + 2 algPbres de degrP p si p est impair. 
En conskquence, l’alggbre h division semblable ci D, est une algtibre 
d’exposant p et de degrk p’ + 2 qui ne se dtkompose pas en produit tensoriel 
d’algsbres de degrt? p (mais elle se dkompose en produit d’une algPbre de 
degrt! p2 et de r symboles de degrP p). 
La demonstration de ces thtoremes est preparee, a la Section 2, par 
quelques resultats gtntraux sur les extensions transcendantes d’algebres 
simples. 
1.3. Remargues. (a) Avec les notations de [is], le thtoreme 1 signifie 
que si p est impair I’algebre A reprtsente un element non trivial du quotient 
Br,(M/F)/Dec(M/F). Si p = 2, on sait que Br,(M/F) = Dtc(M/F): voir [14, 
Corollaire 2.81. 
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(b) Les exemples d’algtbres indecomposables d’exposant p et de 
degrt p2 donnes par Rowen sont construits de man&e analogue (quoique 
les demonstrations soient differentes): si l’on reprend les notations de 
l’introduction et que l’on note L (resp. F) le sous-corps de Kp, Pi dont les 
elements sont invariants par cp (resp. a), alors F est le centre de Rp,p~ et 
L = F(w) 
pour un certain w  tel que wp E F. La proposition 5 de [ 111 montre que si p 
est impair il n’existe pas d’elbments fi, f2 de F pour lesquels 
et le thtorbme 1 de [ 111 montre qu’alors l’algebre 
od x, et x2 sont deux indeterminees independantes sur F, est indecom- 
posable. 
2. EXTENSIONS TRANSCENDANTES D'ALG~BRES SIMPLES 
2.1. Dans cette section, on dtsigne par p un nombre premier 
arbitraire et par F un corps arbitraire contenant une racine primitive p-&me 
de l’unite o (et done de caracteristique differente de p). Soit A une algebre 
simple de centre F dont l’indice nest pas divisible par la caracteristique de 
F. Soit encore x une indeterminee sur F et soit c un Clement de F qui n’est 





ou (c, x)~(.~) est un symbole de degre p, defini comme en (1.1). Le centre de 
ces algebres est F(x) et leurs indices ne sont pas divisibles par la carac- 
tiristique de F. Les propositions qui suivent visent a determiner les indices 
de A’ et de B et a Ctablir des relations entre les decompositions de A, de A’ 
et de B en produit tensoriel d’algebres de degre p. 
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2.2. Les demonstrations de ces propositions proddent par exten- 
sion des scalaires, de F(x) au corps des series formelles F((x)). Soient 
P= F((x)) 
et 
11 y a une suite exacte, due a Witt (voir [13, p. 1951): 
0 -+ Br(F) -P Br’(E) + X(F) + 0 
ou Br’(p) dtsigne le groupe des classes d’aigebres simples de centre E qui 
sont neutralisees par une extension non ramifite de P (pour la valuation x- 
adique) et 06 X(F) dtsigne le groupe des caractbres du groupe de Galois 
sur F dune cloture separable F, de F. Cette suite exacte est scindee non 
canoniquement: le scindage depend du choix d’une uniformisante de & Si 
l’on choisit x comme uniformisante. on a done une retraction 
p: Br’(& + Br(F) 
et une section 
o: X(F) -+ Br’(p). 
Comme la classe de 2 dans Br’(fi) provient de Br(F), son image dans X(F) 
est le caractere nul et son image par p est la classe de A. II est facile de 
verifier que l’image par p de la classe de B est Cgalement la classe de A et 
que son image dans X(F) est le caractere xc delini de la man&-e suivante: si 
c1 est un element du groupe de Galois de F, sur F alors en dbignant par o 
la racine p-&me de I’unite qui sert a delinir (c, x)p (voir (1.1)): 
pour un certain entier m (defini de man&e unique modulo p); on pose 
alors 
2.3. LEMME. Soit L une extension non ramifiPe de g, de corps r&duel E. 
Si L neutralise A^, alors 1 neutralise A. Si L neutralise h, alors E neutralise 
A et contient F(c”~). 
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On considere le diagramme commutatif suivant: 
0 + Br(F) + Br’(E) +X(F) + 0 
I I I 
0 --, Br(Z) + Br’(L) + X(E) + 0 
dont les lignes sont les suites exactes de Witt et dont les fleches verticales 
sont les homomorphismes d’extension des scalaires. Comme L est non 
ramifiee sur @, on peut choisir x comme uniformisante de L et obtenir ainsi 
une retraction p’ de Br’(L) sur Br(t) telle que p et p’ commutent avec les 
homomorphismes d’extension des scalaires. 
Si L neutralise A, alors e neutralise A, puisque A represente l’image de d 
par p. De m&me, si L neutralise L?, alors I? neutralise A et, de plus, contient 
F(c”~) puisque le caractere xE, Ctant l’image de 8 dans X(F), devient trivial 
par extension des scalaires de F 21 E. 
2.4. PROPOSITION. ind(A’) = ind(A) = ind(A) et ind(B) = ind(b) = 
p.ind(A &F(c”~)). 
Puisque A’ provient de A et A de A’ par extension des scalaires, l’indice 
de A divise celui de A’ et ce dernier divise l’indice de A. Comme l’indice de 
A nest pas divisible par la caracttristique de F, l’algebre a division sem- 
blable a A contient un sous-corps commutatif maximal L qui est non 
ramifit sur P (voir [13, p. 1951). Des lors, en dbignant par L le corps 
residue1 de L: 
[L:F] = CL:@] = ind(A) 
et, d’apres le lemme, E neutralise A. Cela prouve que l’indice de A divise 
celui de A et acheve de dtmontrer la premiere assertion. 
Comme l’algebre (c, x)~(,) est neutralisee par le corps F(c?‘, x), on a: 
B QQFcxj F(c”~, x) - A OF F(c+‘, x) 
done 
ind(B &(,.) F(c’Ip, x)) = ind(A @ F(c’Ip)) 
car d’aprbs la partie de la proposition deja etablie, l’indice ne change pas 
par extension transcendante du centre. Le theoreme du “facteur de rtduc- 
tion d’indice” [2, p. 591 donne alors la relation: 
ind( B) divise p * ind(A @ F(c”~)). (1) 
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Par ailleurs, l’algebre a division semblable a B contient un sous-corps com- 
mutatif maximal L non ramifie sur E’; done L neutralise B et 
[L:F] = [L:p] = ind(@. 
D’apres le lemme, le corps residue1 L neutralise A et contient F(c”“); il 
neutralise done aussi A @F(c”“) et, par consequent, 
ind(A 0, F(cllp)) divise [I: F(c’@)]. 
En multipliant les deux membres de cette relation par p = [F(c’Ip) : F] et en 
tenant compte des egalites (2), on obtient: 
p. ind(A OF F(c”“)) divise ind( B). (3) 
Enlin, il est clair que 
ind(B) divise ind( B) (4) 
puisque l? provient de B par extension des scalaires. La seconde assertion 
de la proposition se dtduit des relations (1 ), (3), et (4). 
2.5. LEMME. Pour toute algebre R de degre p et de centre 3, on a I’alter- 
native suivante: soit R provient par extension des scalaires d’une algebre de 
degre p et de centre F, soit R est isomorphe a un symbole (a, bx)F pour cer- 
tains a, b E F” . Darts les deux cas, l’image de R dans Br(F) par la retraction 
p du no. (2.2) est representee par une algebre de degre p. 
Puisque R est de degre p, son image dans X(F) est un caractere x annule 
par p; on consider-e alors deux cas, suivant que x = 0 ou que x est d’ordre p. 
Si x = 0, alors la suite exacte de Witt indique qu’il existe une algtbre S de 
centre F telle que 
D’apres la proposition 2.4, l’indice de S est Cgal A celui de R; on peut done 
choisir pour S une algebre de degrt p. Cette algebre represente l’image de R 
par p, ce qui acheve la demonstration dans le cas oti x = 0. 
Si x est d’ordre p, soit F(a’lP) l’extension cyclique de rang p de F (con- 
tenue dans la cloture separable F,) dont les elements sont invariants par le 
noyau de x. L’image de x dans Br’(F) par la section 0 du no. (2.2) est alors 
reprtsentee par le symbole (a, x)~. Soit S I’algebre a division de centre F 
qui represente l’image de R par p, On a done: 
(5) 
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et, d’apres la proposition 2.4: 
ce qui prouve que l’algebre S est neutraliste par F(allP) et est done 
isomorphe a un symbole (a, b), pour un certain b E F”. De la relation (5) 
on deduit alors, par la bilinearite du symbole ( , )3: 
RN (a, bx)F. 
2.6. PROPOSITION. Si i’algt?bre A’ est semblable d un produit tensoriel de 
n algebres de degrP p, alors A aussi est semblable ci un produit de n alg&bres 
de degrC p. 
Soit 
A’-A; OF(x).-. OF(x) 
oh Ai est une algebre de degri p et de centre F(x), pour i = l,..., n. En eten- 
dant les scalaires a F, on obtient: 
&A; @ ... @Ai (6) 
od I’on a pose: 
Al’=A; c&& pour i = l,..., n. 
D’apres le lemme 2.5, on peut trouver, pour i= l,..., n, une algebre Ai de 
degre p et de centre F qui represente l’image par p de Aj’. En prenant les 
images par p des deux membres de (6), on obtient alors: 
d’ou la proposition. 
2.1. PROPOSITION. Si l’algdbre B est semblable ri un produit tensoriel de n 
algPbres de degr+ p: 
alors A aussi est semblable ci un produit de n algebres de degre p, l’une 
d’entre elles &ant un symbole neutralist! par F(c’Ip): 
avec 
A, = (c, d)F 
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pour un certain de F”. Si de plus, pour i= l,..., m (<n) 
Bi N (fi3 gi)F(.x) 
avec fie F” et si 
c$F(j-;‘P,..., fz)xp 
alors on peut choisir 
Ai= thy hi)F pour i= l,..., m 
pour certains h,,..., h, dans F” 
Soit bi = Bi @.,, f pour i = l,..., n; on a done: 
et l’alternative du lemme 2.5 se presente pour chacune des algebres 8,. En 
designant par I I’ensemble des indices i pour lesquels 8, ne provient pas par 
extension des scalaires d’une algebre de degre p sur F, on a: 
B, N (a,, b,x)p pour iEI 
pour certains a;, 6, dans fi, et 
&-S&E pour i#Z, 
oti S, est une algebre de degre p sur F, qui represente l’image de Bi par la 
retraction p. 
En prenant les images par p des deux membres de (7), on obtient: 
Si= (ai, br)F 
pour iEI. (9) 
Par ailleurs, en prenant les images dans X(F) des deux membres de (7), on 
obtient: 
le caractere x0, etant detini de man&e semblable a x, (voir (2.2)). Par la 
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thborie de Kummer, on en deduit que les images de c et du produit des ai 
dans le groupe quotient F”/F” p sont les m$mes: 
mod FxP. (10) 
Cette relation montre en particulier que I n’est pas vide puisque c 4 F x p. 
Quitte a changer la numtrotation des algebres Bj, on peut done supposer: 
n e I. Soit 
r=z- {?I}. 
Par la bilinearite du symbole ( , )F, on deduit des relations (9) et (10): 
Oicj(“j, bib,l)FO(c,bn)FE Oi,jsj 
et, de la relation (8): 
A -A, SF ... OFAn 
avec 
Ai = (a,, bib,‘), pour ieI’, 
Ai=Sj pour i$I, 
et 
A, = (c, b,),. 
Supposons a present 
Bt N (fi, gi)F(x) pour i = l,..., m 
avec fi E F x, et posons 
gi = u,xr(‘) pour i = l,..., m 
od ui est une unite x-adique de f et r(i) E E. Alors, en designant par iii 
l’image de ui dans le corps residue1 F, 
Bj N (Lfi, Gj)F @F (f;(j)> x)$ pour i= l,..., m 
et par consequent 
sj 2: (fi, iij)F pour i = l,..., m. (11) 
Pour abreger, on designe par J l’ensemble des elements de Z qui sont 
suptrieurs a m: 
.I= I- (l,..., m}. 
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En prenant les images dans X(F) des deux membres de (7), on obtient, par 
la theorie de Kummer: 
c SE fi j-p’. n Qi mod F”P. (12) 
i=l IEJ 
Cette relation montre en particulier que J n’est pas vide, puisque c n’est pas 
la puissance p-eme d’un element de F(f:@,..., f,!/), par hypothese. Quitte a 
changer la numerotation des B, pour i > m, on peut done supposer: n E J. 
Soit encore 
J’= J- {n}. 
De la relation (12) on dtduit, en tenant compte de (9) et (11): 
et la relation (8) donne alors: 
avec 
A; = (f;, U;h;‘(i))F pour i= l,..., m, 
A, = (a,, h,h,‘), pour iEJ’, 
A,=Si pour i$J’, i>m, 
et 
A,, = Cc, bn)F, 
d’ou la proposition. 
2.8. Remargue. Les rtciproques des propositions 2.6 et 2.7 sont eviden- 
tes. De plus, il est clair, d’apres les demonstrations, que ces propositions (et 
leurs reciproques) sont conservees si l’on y remplace respectivement A’ par 
2 et B par l?. 
2.9. Soit a present x1 ,..., X, une suite d’indetermintes independantes 
sur F et soit A4 une extension abelienne tlementaire de F, de rang pr: 
M = F(c;‘p,..., c;‘P) 
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oti ci est un 61Cment de F” qui n’est pas la p-&me puissance d’un tlkment de 
F(c:‘p ,..., cf!,), pour i = l,..., r. On pose 
E = F(x, ,..., x,) 
et 
C=A Q~(c,,x,)EQ~ ... Q~(c,,x,)~, 
od, comme prkddemment, A dbigne une algkbre simple de centre F dont 
l’indice n’est pas divisible par la caractkristique de F. A partir des 
propositions 2.4 et 2.7, on obtient le rtkultat suivant par induction sur I-: 
2.10. PROPOSITION. ind(C) = pr. ind(A OF M). Si C est semblable h un 
produit tensoriel de n ( >r) algtbres de degrt! p, alors A aussi est semblable ci 
un produit de n algPbres de degrC p: 
A-A, OF ... @A,, 
avec de plus 
Ai= (C;, di)F pour i = l,..., r 
pour certains Pliments d, ,..., d, de F” . 
2.11. Remargue. Si A4 neutralise A, alors l’indice de C est pr et l’algkbre 
g division semblable g C est un “produit croisC abklien gCnCrique,” voir 
[ 15, sect. 23. 
2.12. Considtrons maintenant une suite de 2r indktermintes 
indtpendantes sur F, soit t,, u1 ,..., t,, u,. On pose: 
Fr= F(t,, ul,..., t,, u,) 
et 
2.13. COROLLAIRE. ind( D) = p’ . ind(A). Si D est semblable ir un produit 
tensoriel de n ( 2 r) algzbres de degrC p, alors A est semblable ri un produit de 
(n - r) algbbres de degrC p. 
Pour le voir, il convient d’observer que l’algbbre D est dthie de man&e 
tout g fait semblable g l’algbbre C du no. (2.9): les quantitts cl,..., c, sont ici 
remplactes par des transcendantes indkpendantes tl,..., t,. Posons: 
P= F(t ,,..., t,), 
A4 = F( t t/p,..., tyy, 
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et 
D’aprts la proposition 2.10, on a: 
ind(D) = pr. ind(A 0~ M). 
Comme 
A”@M=A@,M (13) 
et que A4 est une extension transcendante pure de F, la premihre partie de 
la proposition 2.4 donne: 
ind(A” 0~ M) = ind(A), 
d’oti l’assertion relative g I’indice de D. Si D est semblable d un produit ten- 
soriel de n algkbres de degrt p, alors la proposition 2.10 indique que A” 
aussi est semblable g un produit de n algkbres de degrk p: 
avec 
A; = (ti, di)F pour i= l,..., r 
pour certains klkments d, ,..., d, de i? Comme le corps M neutralise Ai pour 
i = l,..., r, 
2 @r;M-A”,+, @ .” @A”” @FM 
ce qui, vu la relation (13), montre que A OF M est semblable h un produit 
de (n-r) algkbres de degrk p. Comme M est une extension transcendante 
pure de F, on dkduit de la proposition 2.6 que l’algkbre A est aussi 
semblable g un tel produit, d’od le corollaire. 
3. DEMONSTRATION DU TH~OR&E 1 
3.1. Dans cette section, on reprend les notations du no. (1.2): p est 
un nombre premier arbitraire et k est un corps de caracttristique z&o 
contenant une racine primitive p2-bme de l’unitt. 
On pose 
f’=k(x,, ~2, Y) 
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od x1, x2 et y sont des indttermintes independantes sur k, 
M=F(y”P, [(xf-y)(x$-y)]“P) 
et 
A = (Xl 9 xf - Y)FO (x2, xz” - Y)F. 
Soit aussi z = y’lp o A4 et 
K=k(xl,x2,z)cM. 
Le corps K est bvidemment une extension transcendante pure de k 
contenant F, et 
[M:K] = [K:F-j = p. 
3.2. L’alggbre A est neutralisie par M: Par extension des scalaires 
de F A K, on a: 
Puisque 
(x, , xf - y),O K = (x1, xf - z~)~. (14) 
ou a parcourt l’ensemble des racines p-emes de l’unite dans K, on a aussi: 
(xl,xf-zqK-J @ (xl,xlz-‘-& (15) 
I 
Comme K contient une racine primitive $-&me de l’unite, chaque c( est la 
puissance p-&me d’un element de K; il est facile den deduire que x , z - ’ - CI 
est une norme de l’extension K((x,z-*)‘~~)/K, d’oti 
(xlz-‘, x~z-~-c+- K, 
d’aprbs [lo, p. 1491, et done 
(Xl, xlz-’ - CI)KN (z, xlz-l-ct)K. 
Des relations (14) et (15), il vient alors: 
(xl, xf’- y),OK-- (z, xf-zP)w 
De meme, 
(x2, xp-Y)FOK= (z, x:p-ZP)K, 
220 J.-P. TIGNOL 
d’oti linalement: 
A 0 K- (z, (xl- zP)(x,p - zP)),, (16) 
ce qui prouve que A est neutraliste par 
K( [(xf - z”)(x$ - z”)]“P) = M. 
3.3. Remarque. La relation (16) montre aussi que A est cyclique, puis- 
qu’elle est neutraliste par K(z’lp) = F( y@). 
3.4. 11 reste encore g prouver que, si p est impair, il n’existe pas 
d’tlkments f, , fi dans F pour lesquels 
A = (Y, fi)FO ((xP - YNG- Y)> fz)F. 
Supposons au contraire qu’il en existe. En ktendant les scalaires g K, on 
obtient d’aprh (16): 
car le facteur (y, fi)F est neutral& par K. D’aprbs [lo, p. 1493, cette 




z E F” . N(M/K). 
On se propose, dans les numtros qui suivent, de prouver que cette relation 
n’a pas lieu si p est impair. 
3.5. Remargue. Pour p = 2, on a: 
z= [24x, +x~)(x,x~+Y)]-~.N~,~(~z(x, +x,)+x,x,+y 
+ [ (xf - z’)(x$ - z’)] I’*), 
oti i est une racine primitive 4&me de l’unitt, done z E F” . N(M/K). 
3.6. A partir d’ici, on suppose que p est impair. Soit v une 
valuation de k qui prolonge la valuation p-adique du corps des nombres 
rationnels. Soit k le corps rtsiduel de k et r= v(k) le groupe de la 
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valuation v. 11 convient de remarquer que la caracttristique de k est p et 
que, si 5 est une racine primitive p2tme de l’unitk, alors 
P=n (l-5’) 
oti i parcourt l’ensemble des entiers non multiples de p, de 1 A p2 - 1 (voir 
par exemple [7, p. 733). On en dkduit: 
p = (1 - y’p- 1)E 
oti E E k est un kltment de valuation 0 dont l’image E dans k est - 1. Pour 
abrtger, on pose 
n=(l-[y-l; 
done 
v(p) = pv(n)>O (17) 
et 
p=nP*& avec E= - 1. (18) 
On dksigne encore par v l’unique prolongement de u g K tel que 
v(x1) = v(x*) = v(z) = 0 
et que les images de x, , x2 et z dans le corps rbiduel soient transcendantes 
et algkbriquement indlpendantes sur E (voir [4, p. 1621). Le corps rCsidue1 
de K est done: 
K=/qx,, x2, 2) 
et celui de F est 
F=k(x,, I,, F), 
oti l’on a not& respectivement X, , x2, 5 les images de x1, x2 et z. De manibre 
g&kale, l’image d’un Cltment u E K dans le corps rtsiduel R sera not&e ii. 
3.7. LEMMJZ. La valuation v se prolonge de man&e unique b M et 
v(M) = v(F) = IT 
D’aprbs [4, p. 1611, on a 
u(F) = f = v(K). 
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Pour Ctabljr le reste, on se propose de montrer que le corps rtsiduel I@ de 
A4 (pour un prolongement quelconque de v AM) est une extension 
radicielle de R; l’unicitt: du prolongement et I’Cgalitk u(M) = v(K) se 
dkduisent alors de la relation: zi eiS, 6 n [4, p. 1431. 
Soit r E M un tlkment tel que 
et soit 
YP = (xf - y)(xz” - y) = (xf - zP)(xzp - z”) 
s=[r-(x,-Z)(X,-z)]n-‘EM. 
Le polynbme minimal de s sur K est: 
[X-t (x, -z-)(x2 -z) 71 -‘]“-(x~-=P)(xzp--P)71--p; 
il s’tcrit encore 
P-1 
xp+ c a,X’+a, 
i= 1 
avec 
P a; = 
[1 i 
7r-qx1 -z)“-i(x2-z)p-i pour i= l,..., p- 1 (19) 
(oh [p] reprtsente le coefficient binomial), et 
a,= [(x, -Z)“(.U,-z)P- (xp-z”)(x~-zq] n-p. 
En posant 
de sorte que 
(p - i) -‘x6( -z)P-i pour k = 1,2, (20) 
(x/( - z)P = xkp - zp + $7, pour k= 1,2, 
on a aussi, en tenant compte de (18): 
a”=E[b,(X~-Zf)+bz(xp-zp)]+&27rpb,b2. 
Les relations (17) et (19) donnent: 
~(a,) = iv(n) > 0 pour i= l,..., p - 1 
(21) 
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tandis clue, d’apres (21): 
De l’equation: 
o(a(J = 0. 
P--l 
sp+ c cqsi= -a, 
i=l 




a, = - 6,(x; - 5”) - 6,(.q - 2”) 
n’est pas la puissance p-&me dun element de K, le polynome minimal de T 
sur R est Xp + CT0 et par consequent fi est une extension radicielle de E 
A = E( tip), 
ce qui acheve la demonstration. 
3.8. COROLLAIRE. Pour u E M, 
4N,,,(u)) = PU(U) E PT. 
Soit 0 un generateur du groupe de Galois de M sur K. Comme la valuation 
u se prolonge de man&e unique de K a M, on a u 0 (T’ = u pour i = l,..., 
p - 1; la these s’obtient en appliquent u aux deux membres de l’tgalite: 
N,,,(u) = u x a(u) x . . . x op- l(u). 
3.9. LEMME. Si t E N(M/K) et si u(t) = 0, alors ie ii?fp. 
Soit t = N,,,,K(~) p our un certain II EM. D’aprQ le corollaire 3.8, on a 
u(u) = 0. 
11 n’est pas diffkile de verifier que 
NMMIK(u) = NM&ii) = Up 
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la dernikre Cgaiitt rtsultant du fait que li;i est une extension radicielle de E, 
d&s lors 
ce qui ttablit le lemme. 
3.10. LEMME. Soit 8 la dkrivation de /$X,, X,, 5) = Rpar rapport Li 2. Si 
in HP est tel que a'(i) = 0, alors is RP. 
D’aprks la dkmonstration du lemme 3.7, on a 
II7 = K( ayq, 
done 
ll7p = KP(6,) 
et les ~kments G’ 0, pour i = 0 ,..., p - 1, forment une base de I@~ sur RP. 
Tout kltment iE$fp peut done s’tcrire: 
-p-l t=t,+t,ao+ ... +t,-,a, 
avec t,,..., t, ~ , E RP = /$P(jjf, 24, :p ). Comme a(t,) = 0 pour i = 0 ,..., p - 1, 
on a: 
a’(t)= 1 ‘t--i- (::,‘I ,a, l) a2ti,,+(~~~ i(i- 1) t,ahP2) (aa,)‘. 
Pour faire voir que la relation a’(t) = 0 entraine: t, = . . = t, ~ , = 0, il suf- 
fit done de montrer que a’&, et (&&)2 sont lintairement indtpendants sur 
ap ou, ce qui revient au m&me: 
a*igaa,) - 2 4 MY 
Soit w la valuation f-adique de R= k(Y,, X2, Z), de corps rtsiduel k(Z,, X2). 
D’aprh les kgalitts (20) et (21), il est facile de voir que 
w(i&) = 1. 
Comme par ailleurs w(RP) =pZ, l’extension Izip/i? est totalement ramifike; 
le corps rksiduel de Mp est done kP(.?p, 2;). Par conskquent, pour dtmon- 
trer que a2a0(&&~2 n’est pas dans ii;i p, il suffit de prouver que si I’on fait 
?=O dans I’expression de a2&,(&i0)-2, on n’obtient pas un kkment de 
gP(Xp, X4). Un calcul direct donne: 
et 
a2a, = [(Xl - zy- 2 -r2](q-z”)+ [(x2-p- 
done pour Z=O, la valeur de J2ti0(&i,,)-2 est: 
(2: + x;)(xI + z2)-2x;pxp 
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2 -5P-2](qL5P) 
et il est clair que cet Clement n’est pas dans kJ’(Xf, XZp), ce qui acheve la 
demonstration. 
3.11. Remargue. C’est seulement dans ce lemme que I’hypothese que p 
est impair intervient de manitre essentielle. Pour p = 2, on a a2ii0 = 0, alors 
que ii, # K2. 
3.12. Fin de la dkmonstration du thPort?me 1 
Supposons 
z=f%f,K(4 (22) 
pour un certain f E F et un certain u EM. Comme u(z) = 0, on dtduit du 
corollaire 3.8: 
u(f)= -pu(u)e pr. 
D’apres le lemme 3.7, on a f = u(F) et l’on peut done trouver un Clement 
gcF tel que 
u(f)=dg). 
Quitte a remplacer f par fg-p et u par gu, on peut done supposer: 
u(f)=u(u)=O. 
L’tgalite (22) donne dans le corps residue1 R: 
y=f. i 
oti I’on a pose 
t = N,,,(u). 
D’apres le lemme 3.9, 
(23) 
iE Hp. (24) 
Comme dans le lemme 3.10, on designe par d la derivation de R par 
rapport a 5. Puisque fE F= I;(%,, X2, ZP), on a 
g= 0 
226 J.-P. TIGNOL 
et en appliquant 8’ aux deux membres de I’bgalitt (23), on obtient 
o=f.a% 
En tenant compte de la relation (24), on dtduit alors du lemme 3.10, 
ie Xp = iZp(q, q, zp) 
et par constquent, d’aprk I’Cgalitt (23), 
;Ek(x,, 22, F”), A 
ce qui est clairement faux. Cette contradiction montre qu’il est impossible 
de trouver des Clkments fe F et u E M pour lesquels I’tigaliti: (22) a lieu, 
done 
z $ F” . N(M/K), 
et la dimonstration est termint’e. 
4. DEMONSTRATION DES TH~OR~MES 2 ET 3 
4.1. Comme dans le no. (1.2), on dksigne par p un nombre premier 
arbitraire, par k un corps de caractkristique nulle contenant une racine 
primitive $-&me de l’unitt: et par x1, x2, xj, x4, y, t,, u ,,..., t,, U, une suite 
d’indkterminkes indkpendantes sur k et l’on pose 
* F= W,, ~2, Y), 
E=F(x,, LA 
et 
E, = Et/,, ~1 I..., t,, u,). 
On introduit kgalement les algkbres suivantes, dont les centres sont respec- 
tivement F, E, et E,: 
A = (x, 1 xp- Y),O (x23 xs - Y)F 
(comme dans la section prtctdente), 
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4.2. DPmonstration du thkor&me 2. D’aprGs la proposition 2.10, 
ind( C) = p* 
car M neutralise A (voir (3.2)). En utilisant la bilintaritk du symbole 
( , )F, il est aisk. de vkifier: 
A N (x,7 (XP - YKG - v)),O (x; 1x*, x4 - Y)F 
d’oti 
c- (x;1x23 XE- Y),O ($7 Y),O (x,x‘%, cq - Y)(X4 - Y))E. 
L’algkbre C est done semblable B un produit de trois symboles. Si C est 
semblable A un produit de deux algkbres de degrt: p, alors la 
proposition 2.10 indique que 
pour certains Clkments fi, f2 de F, ce qui est impossible si p est impair, 
d’aprbs le thtorbme 1. La dkmonstration est done complkte. 
4.3. DPmonstration du theorime 3. Le thtorkme 3 rksulte directement du 
thborkme 2 et du corollaire 2.13. 
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